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Topologia I. Examen VI

Ejercicio 1 (4 puntos). Consideramos en R la topologia del punto incluido para el
0, To={UCR|0eU}U{D} vy Ts la topologia de Sorgenfrey.

1. Estudia en qué puntos es continua la aplicacién f : (R, 7o) — (R, 7gs) definida
por f(z) = 22

Dado z € R, una base de entornos de x en Tg es:
B2 ={lz.x+elle>0}

Por otro lado, una base de entornos de x en 7 es:
By = {{z,0}}

Por tanto, f es continua en x si y solo si para todo V' € 5}?@) existe un U € 39
tal que f(U) C V. Como la unica posibilidad es que U = {z,0}, tenemos
que f es continua en x si y solo si para cualquier V € ﬁf(w) se tiene que

f(@), f(0) e V.

= Veamos que es continua en x = 0:
Sea V' € B}?(oy entonces V' = [0, ¢] para algiun ¢ > 0. Como f(0) = f(z) =
0, tenemos que f(x), f(0) € V y por tanto f es continua en = = 0.

= Veamos que no es continua en x # 0:
Sea V € Bf(x), entonces V = [22, 2% + ¢ para algtin € > 0. Como z # 0,

entonces f(z) = x? > 0. Por tanto, f(0) = 0 ¢ V y por tanto f no es
continua en x # 0.

2. Calcula la clausura de A = [0, 1] x [0,1] y el interior del conjunto dado por
B ={(z,y) € R? |z +y > 0} en el espacio topoligico (R?, To x Tg).
Sabemos que A = [0,1] x [0,1]. En (R, 7p), tenemos que O, = {C CR |0 ¢
C'} U {R}. Por tanto, como [0, 1] € Cr, tenemos que:

0€0,1]c[0,1]]eCr = [0,1] =R

Calculamos ahora [0,1] en (R, 7g). Como C7, C Cr, y [0,1] € Cr,, tenemos

que [0, 1] € Cr, por lo que [0,1] = [0, 1]. Por tanto,

A=10,1]x[0,1] =R x [0,1]

Calculamos ahora el interior de B. Veamos la forma de B:
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Figura 1: Conjunto B = {(z,y) € R* | x +y > 0}.

Los abiertos bésicos de Tg son de la forma [a,b[, con a < b, y los abiertos
bésicos de Ty son de la forma {z,0}, con € R. Por tanto, una base de Ty X Ts
es:

B={{z,0} X [a,b] |a<b, 2 €R} =
= {{(0,9), (z,9)} |z €R, y€lab]}

Intuitivamente, vemos que si y < 0, entonces el punto (0,y) no estd en B,y
por tanto no puede estar en su interior. Por tanto, demostremos que B° = B ,
con: B

B ={(z,y) € By >0}

o) Sea (z,y) € B C B, y buscamos ver que (z,y) € B°. Veamos que 3U € B
tal que (z,y) € U C B.
Tenemos que {z,0} X [y,y + 1[€ B, y veamos que (z,y) € {z,0} X
ly,y + 1] C B. Es evidente que (z,y) € {z,0} X [y,y + 1[. Veamos que
{z,0} x [y,y + 1[C B.

C) Tenemos que {z,0} X [y,y+ 1] ={z} x[y,y+1[ U {0} x [y,y+ 1].
Tenemos en cuenta que 0+ ¢’ > 0 para cualquier y' € [y,y + 1], por
lo que {0} x [y,y + 1[C B. Por otro lado, z + 3 > z + y > 0 para
cualquier ¥’ € [y,y + 1], por lo que {z} % [y,y + 1[C B.

Por tanto, {z,0} x [y,y+1[ = {z} x[y,y+1] U {0} x [y,y +1][C B.

Por tanto, tenemos que (x,y) € B°.

C) En este caso, no probaremos directamente la inclusién. Como B°, BCB ,
probaremos que dado (z,y) € B, si (z,y) ¢ B, entonces (z,y) ¢ B°. Es
decir, probamos el reciproco.

Sea (z,y) € B\E, por lo que (z,y) € B ey < 0. Veamos que (z,y) ¢ B°.
Para ver esto, por reduccién al absurdo supongamos que U € B tal que
(x,y) € U C B. Entonces, U = {x,0} X [a, b], para algin a < b, y € [a, b].
Por tanto, {0} % [a,b[C U C B, con y € [a, b]. Por tanto, (0,y) € B, por
lo que 0 +y =y > 0, lo cual es una contradiccién, ya que y < 0.

Por tanto, (z,y) ¢ B°.
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Ejercicio 2 (3 puntos). En X = [-2,2] x {—1,0,1} C R? se considera la relacién
de equivalencia
(tv S) = (t/’ 8/)

%

(t,s)R(t',s') — tt < —1
%

tt' =1

1. Prueba que (X/R, Tuyx/R) es homeomorfo a (S* U ([—1,1] x {0}), Tujsiu(-1.1%{0})) -

Veamos qué puntos identifica la relacién de equivalencia:
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,,,,, —_——— = t
Nos definimos entonces la siguiente aplicacién:
f: X — S*U([-1,1] x {0})
(—1,0) sit<—1
(t,s) — (t,svV1—¢%) site[-1,1]
(1,0) sit>1

Para demostrar su continuidad, buscamos aplicar el lema de pegado. Tenemos
que X se puede expresar como la uniéon de los siguientes conjuntos:

X, =A{(t,s) e X |t < -1}
Xo=A{(t,s) e X |t e[-1,1]}
Xs=A{(t,s) e X |t > 1}

Tenemos que X = X; U Xy U X3. Ademas, X; € Cr,, ya que X; es la imagen
inversa mediante la proyeccién en la primera coordenada (continua) de un
cerrado de R. Ademas, podemos escribir f como:

fi(t,s) si(t,s) € Xy
f(t7 S) = f2<t7 S) si (ta 8) € X2
fs(t,s) si(t,s) € X3

donde fi(t,s) = (=1,0), fa(t,s) = (t,svV1—1t?) y f3(t,s) = (1,0). Tenemos
que f1, f3 son claramente continuas por ser constantes. Ademas, f, es continua,
ya que ambas componentes lo son. La segunda componente es continua por
ser producto de funciones continuas. La raiz es continua por ser composicién
de una polindmica que toma valores en [0, 1] y la funcién raiz que es continua.

6
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Veamos ahora f; = fo en X; N X,. Tenemos que fi(—1,s) = (=1,0) y
fa(=1,5) = (=1,—v/1 —1) = (—1,0). Ademads, veamos que fo = f3 en XoNXs.
Tenemos que fo(1,s) = (1,s¢/1—1)=(1,0) y f5(1,s) = (1,0).

Por tanto, por el lema de pegado, f es continua. Veamos ahora que f es
sobreyectiva. Sea (¢, s) € S'U ([—1,1] x {0}).

» Si(t,s) €S con s> 0, entonces f(t,1) = (¢t,v/1 —t2) = (t,s), donde he
empleado que 2 + s = 1.

= Si(t,s) €S!, con s < 0, entonces f(t,—1) = (t, —v/1 — t2) = (t, s), donde
he empleado que t? + s? = 1, por lo que s = —/1 — ¢2.

» Si(t,s) € [—1,1] x {0}, entonces f(t,0) = (¢,0) = (¢, s).

Por tanto, f es sobreyectiva. Veamos ahora que f es cerrada. Como claramente
[—2,2] € Cr, y {—1,0,1} es la unién de tres cerrados de T,, tenemos que X es
producto de dos cerrados, por lo que es cerrado en la topologia producto R3.
Ademas, claramente X es acotado, ya que X C B(0,15) (por ejemplo). Por
tanto, como X C R? es cerrado y acotado, entonces f es cerrada.

Como f es continua, sobreyectiva y cerrada, entonces f es una identificacion.
Veamos que R = Ry. Sea (,s), (t',s') € X. Entonces,

(t,s)R(t',s") < [f(t,s)=f(t,s)

=) Supongamos que (t,s)R(t',s).
» Si(t,s) = (t,s), entonces f(t,s) = f(t',s") por ser f una aplicacién.
» Sit,t’' < —1, entonces f(t,s) = f(t',s") = (—1,0).
» Sit,t' > 1, entonces f(t,s) = f(t',s) = (1,0).

<=) Supongamos que f(t,s) = f(t',s).

= Supongamos t < —1.
Entonces f(t,s) = (—1,0) = f(t',¢), y por tanto ¢’ < —1. Por tanto,
(t,s)R(t, ).

= Supongamos t > 1.
Entonces f(t,s) = (1,0) = f(¥,s'), y por tanto t' > 1. Por tanto,
(t,s)R(t, ).

» Supongamos t €] — 1, 1].
Como (t,sv1 —12) = (t',s'V/1 —t'?), tenemos de forma directa que
t =t', y por tanto sv/1 —t2 = s'v/1 — t2, y como t # —1, 1, entonces
s = §'. Por tanto, (t,s) = (t',s), por lo que (¢, s)R(t',s).

Por tanto, f induce un homeomorfismo entre (X/R, 7, x/R) y el conjunto
(ST U (=1, 1] x {0}), Tugsro-1axqon) -
2. Prueba que la proyeccién p : (X, Tyx) — (X/R, Tux/R) es cerrada.

Para ello, dado C' € U7, tenemos que ver que p(C) € C7¢/r- Para ello, habra
que ver que p~'(p(C)) € O,
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a) Si (C'NX;)U(CnNX;3) =0, entonces
p=1(p(C)) =C

b) Si (CNXy)#0, (CnNX;) =0, entonces

p=1(p(C)) =p~((-L,O)UC) =X, UC
¢) Si (CNX;) =0, (CnNXz)#0, entonces

p=1(p(C)) =p ((1,O)UC) = X3UC
d) Si (CNXp)#0, (CNX;3)# 0, entonces

p—1(p(C)) =p H((1,0) U (~1,0)UC) = X; UX3UC

En cualquier caso, p~!(p(C)) € C7;, por ser unién finita de cerrados de Ty,
por lo que p es cerrada.

Ejercicio 3 (3 puntos). Sean (X,7T), (Y1,71), (Y2,73) espacios topoldgicos y las
aplicaciones continuas f; : (X,7T) — (Y;,7;) para i = 1,2. Se dice que la familia
F ={f1, fa} separa puntos de cerrados si para cada punto x € X y cada C cerrado
de T tal que x ¢ C, existe un ¢ € {1,2} tal que f;(z) ¢ fi(C). Consideremos la
aplicacion f: (X, T) — (Y1 x Y3, T1 X T3) definida por f(z) = (fi(x), fo(x)). Prueba
que:

1. Si F separa puntos de cerrados, entonces f : (X,T) = (f(X),(Ti x T2)x))
es abierta.

Sea U € T. Tenemos que ver que f(U) = f1(U) x fo(U) € (Ti X T2)f(x)-

2. Si F separa puntos de cerrados y (X,7) es T1, entonces la aplicacién dada
por f: (X, T)— (Y1 x Y3, 71 X T3) es un embebimiento.

Como cada una de sus componentes (f1, f2) son continuas, entonces sabemos
que f es continua. Veamos que f es inyectiva. Sean x,2’ € X, con x # .
Entonces, ¢ {2'}, y como (X, T) es T1, entonces {2’} es cerrado. Por tanto,
como F separa puntos de cerrados, existe un i € {1, 2} tal que f;(z) ¢ f;({2'}),
y por tanto f;(z) # fi(z'). Por tanto, f(x) # f(z'), y por tanto es inyectiva.

Ademas, por el apartado anterior, f es abierta, por lo que f es un homeomor-
fismo sobre su imagen, es decir, f es un embebimiento.



